TABARA JUDETEANA-CONCURS,
pentru elevii olimpici la matematica, editia a XIII-a 2023,
Targu Lapus, 26.08.2023-01.09.2023
ClasaaVll-a

1. a. Aratati ca pentru orice numar natural n € N* au loc inegalitatile

(4)" - 1+4" - (4)"‘1
5 145" \5 '
b. Determinati numarul de elemente al multimii

B <228 (Y wren)

A={kEN z <k2+53<

2. Fie triunghiul ABC si punctele D,E,F mijloacele laturilor [AB], [BC] respectiv [CA].
Fie M € (EF astfel incat [EF] = [FM] si N € (CD astfel incat [CD] = [DN].

a. Aratati cda 3AM = MN.

b. Daca NE n AB = {P}si CP n NB = {5}, aratati ca punctele S, D si F sunt coliniare.

3. Determinati numerele naturale x, y € N pentru care are loc egalitatea

Vx+5+.y+2+,68—x—y=15.

Nota: Fiecare problemd se noteaza cu puncte dela0la7.
Timp de lucru: 2 ore
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1. a. Aratati ca pentru orice numar natural n € N* au loc inegalitatile

(4)” - 144" - (4)”_1
5 1+5n 5

b. Determinati numarul de elemente al multimii

a=fien|d) < E2E (@) sivien
- 5) Skz+s5e o \5) ¥ '
Solutie:
a.
M 144" 1 punct
— - 471 n
(5) RETETRad

5PH(144™) <4"H(145") & 5" 4 5074 < 4n7l 4 gngntt
©0<4m 45" .4"1 5l 4n 5 o (0 < 477 4 5T 4nml gl

n n-—1
& 0 < 4™t 45771 (471 _ 1) adevirat = —— < (3)
—— F S ——

1+50 5 1 punct
>0 =0
Finalizare 0,5 puncte
b.
Din
H: kT +43
(g) < k2_|_5‘3=>k =1 1 punct
Din
o+ 4 < (4)2 k2 <44 1 punct
—< (=) =
k2 + 53 5 -
Din1 < k? < 44 se obtine k € {1,2,3,4,5,6} 1 punct
Cum vk € N rezulta
A={1,4} 1 punct

deci multimea A are doua elemente. 0.5 puncte



2. Fie triunghiul ABC si punctele D,E,F mijloacele laturilor [AB], [BC] respectiv [CA].
Fie M € (EF astfel incat [EF] = [FM] si N € (CD astfel incat [CD] = [DN].

a. Aratati ca 3AM = MN.

b. Daca NE n AB = {P} si CP N NB = {S}, aratati ca punctele S, D si F sunt coliniare.

Solutie:

a.
AMCE paralelogram 1 punct
ACBN paralelogram 1 punct

1
AM = CE =§BC 0,25 puncte
AN = BC = 2AM 0,25 puncte
NA || BC, MA || BC, deci N, A, M coliniare 1 punct
NM = NA + AM = 3AM 0,5 puncte




In triunghiul NBC, segmentele NE si BD sunt mediane
P este centrul de greutate al triunghiului NBC, deci CS mediana
SD || BC, DF |l BC, deci S, D, F coliniare

3. Determinati numerele naturale x, y € N pentru care are loc egalitatea

Vx+5+y+2+,68—x—y=15.
Solutie:

V+5+y+2+,/68—x—y<3[(x+5) +(y+2)+(68—x—1y)]
Se arata ca

Vx+5+y+2+,68—x—y<15
Cazul de egalitate pentru
xX+5=y+2=68—x—y
Se obtine
x=20siy =23

1 punct
1 punct
1 punct

1 punct

2 puncte
2 puncte

2 puncte



